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基于最小二乘配置的光学镜头畸变校正方法

何子清,　葛　超∗,王春阳
(中国白城兵器试验中心,吉林 白城１３７００１)

摘要:针对靶场使用的光学镜头畸变校正方法错误地将似系统误差当作偶然误差处理,并且只能在局部区域对畸变值曲

面进行拟合,无法用一个曲面函数精确描述畸变值整体变化特征等问题,提出了一种基于多面函数的最小二乘配置法,

该方法首先用多面函数拟合最小二乘配置的趋势项,然后,利用拟合后残差求得经验协方差函数的未知参数,进而得到

协方差矩阵,最后,通过配置法求解待校正点的修正值.通过使用本文方法和传统方法分别对炸点坐标测试系统的光学

经纬仪进行畸变校正,证明本文方法的有效性和可行性.实验结果表明:相比于传统方法,本文方法能从整体上反映畸

变值的整体连续变化趋势,去除趋势项后得到的随机变化部分也较平稳;校正精度在水平和垂直方向上分别提高了

１９􀆰６＂和１０．９＂,达到１１．７＂和７．７＂.通过对实验数据的分析与验证,证明了本文方法能有效提高光学测试设备的测角精

度,可为靶场大视场光学镜头的畸变校正提供参考依据.
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Opticallensdistortioncorrectionmethodbasedon
leastsquareconfiguration

HEZiＧqing,YUGuoＧdong∗ ,WANGChunＧyang

(BaichengOrdnanceTestCenterofChina,Baicheng１３７００１,China)

Abstract:TheopticallensdistortioncorrectionmethodusedinshootingrangetreatsQuasisystematic
errorastheaccidentalerror,andcanonlyfitdistortedcurveinthelocalregion,cannotuseacurved
surfacefunctiontodescribetheproblemssuchasthewholechangecharacteristicsofdistortionaccuＧ
rately．Tosolvethisproblem,amethodofleastsquarecollocationbasedonpolyhedralfunctionwas
proposed．Firstly,themethodusedpolyhedralfunctiontofitthetrendtermoftheleastsquarescolloＧ
cation．Then,theunknownparametersoftheempiricalcovariancefunctionwereobtainedthroughthe
fittedresiduals,andthecovariancematrixwasobtained．Finally,thecorrectionvalueofthepointsto
becorrectedwassolvedbythecollocationmethod．Byusingthismethodandtraditionalmethodtodo
thedistortioncorrectionofopticaltheodoliteintheburstpointcoordinatetestsystempartly,thereＧ
sultsprovetheeffectivenessandfeasibilityofthismethod．Theexperimentalresultsshowthat,comＧ
paredwiththetraditionalmethod,theproposed methodcanreflecttheoverallcontinuouschange
trendofthedistortionvaluebyusingpolyhedralfunctiononawhole．ThecorrectionaccuracyisinＧ



creasedby１９．６＂and１０．９＂inthehorizontalandverticaldirections,respectively,to１１．７＂and７．７＂．
Throughtheanalysisandverificationoftheexperimentaldata,whichprovedthatthismethodcanefＧ
fectivelyimprovethemeasurementaccuracyofopticaltestingequipment,toprovidereferenceforcorＧ
rectingthedistortionofwidefieldopticallensinshootingrange．
Key words:opticallens distortion correction;least square collocation;polyhedral function;

covariancefunction

１　引　　言

　　短焦大视场光学测试设备在靶场应用中具有

举足轻重的地位.但是由于电荷耦合器件制造误

差、镜片曲面误差、各镜片间轴向安装误差以及对

中误差等,破坏了摄影中心、待检测点及其像点间

的共线关系,产生了畸变[１];并随着视场的增大,
畸变值随之增大,虽然不影响图像的清晰度,却严

重影响设备的测角精度[２],而测角精度正是检核

设备测试能力的重要技术指标,因此,不能忽视畸

变对其产生的影响.为了提高光学设备的测角精

度,必须采用正确合理的方法对光学镜头进行畸

变校正,近些年,众多学者对此做了大量的研究

工作[３Ｇ１０].
镜头畸变主要有３种:径向畸变、偏心畸变和

薄棱镜畸变,靶场光学镜头受径向畸变影响较大,
即离镜头中心越远,变形越大.文献[３]提出了一

种无需昂贵的器材,便可完成高精度畸变校正的

的方法,目前已在靶场使用,该方法以校正点附近

若干已知点的畸变值作为观测值,以二次多项式

的系数作为估计参数,采用最小二乘估计得到修

正模型[３].该方法虽然能一定程度上抑制畸变产

生的影响,但是仍然存在一些问题.比如,校正模

型仅是针对局部有效,每个校正点的修正模型均

不同,没有整体连续性,无法充分利用已知数据的

相关性;另外,这种模型只顾及了畸变的趋势项,
而没有考虑随机项.事实上,这种随机项与概率

统计意义上的随机误差不同,虽然在数值上呈随

机特性,但在光学镜头制作完成后就已经固定了,
它对测角精度的影响与在视场中的位置有关,因
此,亦可称为似系统误差.这样称呼它是因为,它
对已知校正点附近的点有系统性影响,对距离较

远的点则呈随机性影响[１１].而文献[３]中的方法

将畸变误差作为偶然误差处理,以距离待校正点

越近的网格点对其修正值影响越大为依据,虽符

合一定的逻辑,但并没有将误差系统性和随机性

因素体现在模型中,这显然是不合理的.因此,需
要建立一种既能顾及畸变趋势性影响,又能顾及

随机性影响的修正模型,另外,由于畸变值形成的

曲面较复杂,尤其视场边缘,相对起伏较大,二次

多项式难以描述整个视场内畸变值的变化趋势,
甚至可能出现“龙格现象”[１２].

为了提高光学设备的测角精度,本文提出一

种基于多面函数的最小二乘配置光学镜头畸变校

正方法,与其他校正方法不同,该方法既顾及畸变

值的趋势特性,又顾及其随机特性,以多面函数代

替二次多项式,能更好的反应畸变值曲面的整体

连续变化情况;根据拟合残差求出协方差函数的

估计参数.最后,利用本文方法和传统方法分别

对靶场使用的光学镜头进行校正处理,验证了本

文方法的有效性与可行性.

２　原理及数学模型

２．１　靶场畸变校正方法

目前,正在使用的修正模型如下:

Δα＝ax２＋by２＋cxy＋dx＋ey＋f ,(１)
其中,Δα为畸变值,x、y 为编码器读数,a、b、c、

d、e为系数.
将整个视场以网格的形式进行划分,网格间

距根据不同的设备取不同值,选取待校正点附近

４×４网格点作为拟合节点,网格点对校正点修正

值的影响程度被认为是不一样的,依据到待校正

点距离越近影响越大为原则,进行定权处理.由

于网格点之间相互独立,因此,权阵上的元素,除
对角线外,其他均为０,对角线元素值为网格点与

测量点距离的倒数.
根据式(１)建立误差方程:

V＝AX
∧

－L , (２)
其中,A 为系数矩阵.
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xi,yi为经纬仪编码器读数,i 为网格点序

号,X
∧

为系数向量 a,b,c,d,e,f[ ] T ,L 为改正

数向量.
在满足VTPV＝min条件下,建立法方程:

X ＝(ATPA)－１ATPL , (３)
式中,P 为权矩阵,求解上述法方程,得到函数的

系数估计值,模型确定以后,代入编码器读数,即
可得到对应位置点的角度修正值.

２．２　基于最小二乘配置的畸变校正模型

根据光学镜头畸变的特点,建立校正模型:

L＝AX ＋BY＋Δ

Y＝
S
S′
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B＝ I ０[ ]

, (４)

式中,L 为观测向量,即网格点处的畸变值;AX
为畸变值曲面连续的整体变化趋势;A 为趋势项

的系数矩阵;X 为非随机参数;如果选二次多项

式作为变化趋势项,AX 与式(２)中一致;BY 表

示畸变值曲面不规则的随机部分;S 为已测点信

号向量,即网格点处畸变值;S′为未测点信号向

量,即待校正点处畸变值;Δ 为随机误差.

Δ 和Y 的随机特性为:

E(Δ)＝０,∑Δ ＝E(ΔΔT)

E(S,S′)＝０,∑L ＝B∑YB
T ＋∑Δ

,(５)

将式(４)改成误差方程的形式:

V＝AX
︿

＋BY
︿

－L , (６)

式中,X
︿

、Y
︿

为非随机参数和随机参数的修正值.
按广义最小二乘原理:

VTPΔV＋Y
︿
TPYY

︿

＝min , (７)
可得到:

X
︿

＝(ATPLA)－１ATPLL

S
︿

＝∑S∑
－１

L
(L－AX

︿
)

S
︿

′＝∑S′S∑
－１

L
(L－AX

︿
)

∑Y ＝
∑S ∑SS′

∑S′S ∑S′

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

, (８)

其中:∑S
为网格点的协方差矩阵,∑SS′

为网

格点与待校正点的互协方差矩阵,∑S′
为待校正

点的协方差矩阵.协方差矩阵中的元素是根据一

个随位置变化的协方差函数计算得到,精确确定

协方差函数是最小二乘配置的关键.
在已有的经验协方差函数中,高斯函数应用

最广,其表达式如式(９)所示:

σ２(d)＝σ２(０)e－K２d２ , (９)
式中:σ２(０)表示距离为０的方差,K 为待定的

未知参数,d 为视场内两点之间的距离.
根据如下公式计算σ２(０)和σ(di):

σ２(０)＝
∑
n

i＝１
r２

i

n
,σ２(d)＝

∑
n

i＝１,j＝１
rirj

nd
,(１０)

式中:r＝L－AX
︿

,n 为网格点总数,nd 为距离d
的点对总数.

多面函数法在解决不规则的连续曲面函数逼

近问题有很好的效果,因此,本文选择用多面函数

代替传统的二次多项式对畸变值曲面进行拟合.
假设畸变值曲面是一个连续不规则变化的表

面,利用多面函数对其进行逼近[１２Ｇ１３]:

h(x,y)＝∑
u

i＝１
γiR(x,y,xi,yi), (１１)

式中:γi 为待求系数,R 为核函数,(xi,yi)为核

函数的中心点.核函数表达式为:

R(x,y,xi,yi)＝ [(x－xi)２＋(y－yi)２＋δ２]ω ,
(１２)

式中:δ为平滑因子,它的数值大小影响核函数形

状;ω 为非零实数.在本文中,核函数参数取值

为:δ＝０．１,ω＝０．５.
将式(１１)转成矩阵形式,将多面函数融入最

小二乘配置中,模型为:

L＝Rγ＋BY＋Δ , (１３)
式中,Rγ表示畸变值曲面的趋势项部分;R为n×
m 维核函数矩阵;γ 为１×m 维的待定系数向量;

BY 为畸变值曲面的随机部分.
根据广义最小二乘原理,解得最小二乘配置

解为:

γ
︿

＝(RTPLR)－１RTPLL

S
︿

＝∑S∑
－１

L
(L－Rγ

︿
)

S
︿

′＝∑S′S∑
－１

L
(L－Rγ

︿
)

, (１４)
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待校正点的修正值为:

T＝Rγ＋S
︿

′．
２．３　协方差函数拟合

协方差函数模型的准确性是最小二乘配置的

关键.为避免线性化带来的模型误差,文章对高

斯函数做一些处理.
对式(９)两边取对数,即可得到如下形式:

ln(σ２(di))＝ １－di
２[ ]

ln(σ２(０))

K
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

,

(１５)
建立平差模型:

V＝

１ －d１
２

１ －d２
２

⋮ ⋮

１ －di
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ln(σ２(０))

K
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú－

ln(σ２(d１))

ln(σ２(d２))
⋮

ln(σ２(di))

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

(１６)
通过最小二乘求得σ２(０)和K .

３　实验数据分析与验证

选用靶场某型炸点坐标测量系统的光学经纬

仪作为实验对象,对其进行畸变校正.具体实验

步骤如下:图１为在实验室布设的场景图,在平行

光管一端放置１２W 聚光照明灯,作为无穷远目

标,尽量使灯光亮点在图像上仅占１到２个像素.
调整经纬仪位置,使光轴尽量与平行光管主轴重

叠,并将经纬仪整平,水平角置零.将整个视场划

分为若干网格,转动经纬仪使光源位于网格点处,
单帧采集图像,取光源的像面坐标,并代入式(１８)
中,得到目标相对经纬仪的方位角和垂直角[１４]:

α＝arctan x
fcosλ０－ysinλ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

α＝α０＋Δα

λ＝arctan
(fsinλ０＋ycosλ０)cosΔα

fcosλ０－ysinλ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

,

(１８)
其中:α０ 为方位角,λ０ 为垂直角,f 为焦距,α 为

目标相对经纬仪的方位角,λ 为目标相对经纬仪

的垂直角.
由于经纬仪测角精度为０．５＂,远远高于设备

测角精度４０＂,因此,可假设经纬仪测角误差为

零,通过式(１８)和(１９)联合求得畸变值:

图１　实验场景图

Fig．１　Mapofexperimentalscene

Δαi＝αi

Δλi＝９０°－λi
{ , (１９)

其中:Δαi 为水平方向的畸变值,Δλi 为垂直方向

的畸变值,αi 为目标相对经纬仪的方位角,λi 为

目标相对经纬仪的垂直角.

(a)水平方向

(a)Horizontaldirection
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(b)垂直方向

(b)Verticaldirection
图２　畸变值曲面的 Delaunay三角形网图

Fig．２　３Dmeshsurfacefigureofdistortion

以水平角０°、垂直角９０°处为原点,建立二维

坐标系,水平方向为x 轴,垂直方向为y 轴,视场

范围为－２１°＜x ＜２１°,７４°＜y＜１０６°,将整个

视场以网格进行划分,间隔为１°,根据公式(１８)、
(１９)求得每个网格点的畸变值,可得到２个４３×
３３维矩阵.使用该矩阵生成 Delaunay三角形网

图,具体如图２所示,其中,左图为水平方向畸变

曲面,右图为垂直方向畸变曲面,从图中可以看

出,曲面趋势较复杂,视场边缘处畸变值较大,中
间区域较平稳.在畸变值矩阵中随机选取３５７个

数据作为核函数的中心点,尽量保证各点分布均

匀,覆盖整个曲面,图２中红色圆点为网格点,蓝
色星形点为核函数的中心点.

图３　待校正点在视场内的分布图

Fig．３　Distributionmapofthepointstobecorrected
inthefield

分别用二次多项式局部最小二乘法和本文方

法对光学经纬仪设备进行畸变校正.在进行最小

二乘配置前,需要确定经验协方差函数,以得到准

确的协方差矩阵 ∑S
、∑SS′

、∑S′
.通过１．３

小节介绍的协方差拟合公式(１６),求得水平方向

的σ２(０)和 K 为１０７、０．８,垂直方向的σ２(０)和

K 为１０９、０．７８.
在镜头视场内随机选取３００个点,如图３所

示,图中红色“×”代表待校正点,蓝色“＋”代表用

于多面函数拟合的核函数中心点.
采用３种方案进行畸变校正,具体步骤如下:
方案１:基于二次多项式的局部最小二乘法,

该法选取待校正点周围４×４网格点数据作为插

值节点拟合趋势项,计算所有待校正点的修正值,
将结果与实测畸变值进行求差,得到校正精度;

方案２:多面函数拟合法,该法选取３５７个网

格点作为拟合点,用多面函数拟合畸变值曲面,计
算所有待校正点的拟合值,将结果与实测畸变值

进行求差,得到拟合精度.
方案３:基于多面函数的最小二乘配置法,该

法选取３５７个网格点作为核函数中心点,用多面

函数拟合趋势项,计算所有待校正点的修正值,将
结果与实测畸变值进行求差,得到校正精度.

通过以上３种方案对设备进行校正,３种方

案的各项指标如表１所示,误差统计如图４所示.

表１　３种方案处理结果统计表

Tab．１　Statisticsofthreeschemeprocessingresults (″)

方案 最大值 最小值 RMS值

方案１(水平方向) ８１．２ －９３．１ ３１．３

方案２(水平方向) ５７．４ －８２．４ ２３．１

方案３(水平方向) ２７．４ －３５．２ １１．７

方案１(垂直方向) ６２．４ －５８．９ １８．６

方案２(垂直方向) ２６．３ －３５．８ １１．２

方案３(垂直方向) １９．７ －１９．８ ７．７

从表１可以得出,方案３的各项指标均优于

方案１和方案２.水平方向上,两者的 RMS值分

别为３１．３＂、２３．１＂和１１．７＂,垂直方向上,分别为

１８．６＂、１１．２＂和７．７＂.相比于传统的方法,采用多

面函数拟合畸变值曲面,精度在两个方向上分别

提高８．２＂和７．４＂,说明多面函数作为曲面的趋势

项效果更好;相比于多面函数拟合,基于多面函数
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的最小二乘配置法的校正精度在两个方向上分别

提高１１．４＂和３．５＂,说明去除趋势项之后,最小二

乘配置会对剩余的不规则随机变化项进行一定的

修正,使校正精度更高.以上数据证明了以多面

函数拟合趋势项更能反映畸变值的整体连续变化

趋势,去除趋势项后得到的随机变化部分也更为

平稳.另外,从误差统计图中可以看出,基于多面

函数的最小二乘配置法的误差明显小于传统方法

和多面函数拟合法,进一步验证了本文方法的有

效性.

(a)水平方向

(a)Horizontaldirection

(b)垂直方向

(b)Verticaldirection
图４　３种方案待校正点误差统计图

Fig．４　Errorstatisticalchartofthepointstobecorrectedinthreemethod

　　从实验数据的分析中可以总结出如下结论:
(１)采用二次多项式局部最小二乘法,对每个

待校正点在小区域内进行校正,存在无法充分利

用数据之间的关联性的问题.而采用基于多面函

数的最小二乘配置法可以解决上述问题,它是以

多面函数的形式,从整体的角度,反映畸变值的整

体连续变化趋势.
(２)传统方法只顾及观测值中的偶然误差,而

基于多面函数的最小二乘配置法不但能顾及畸变

值曲面的趋势项,而且也能顾及不规则变化的随

机项.因此,相比于传统方法,以多面函数拟合趋

势项更能反映畸变值的整体连续变化趋势,去除

趋势项后得到的随机变化部分也更为平稳.

(３)与传统方法相比,基于多面函数的最小二

乘配置法不但能较好的反映畸变值的整体连续变

化趋势,校正精度也明显优于传统方法.

４　结　　论

通过对光学测试设备进行畸变校正,验证了

本文方法的可行性与有效性.实验结果证明:本
文提出以多面函数代替传统的方法拟合畸变值曲

面的变化趋势,能达到更好的效果,另外,最小二

乘配置法不但能顾及畸变值曲面的趋势项,而且

也能顾及不规则变化的随机项,使待校正点的推

估精度更高.
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